7.2 Matrices par blocs

On peut considérer les matrices comme simple tableau de nombres, mais
il est parfois utile de faire apparaitre certaines structures, comme par
exemple les colonnes. On peut également partager les matrices en blocs
et ainsi mettre en évidence des sous-matrices.

Exemple

—_ =

A:

N DO W
S = O
DO = =
~N O N

Addition et multiplication par un scalaire
Si A, B € M,,«,(R) sont organisées en blocs de la méme fagon, on peut
les additionner bloc par bloc.

(Au Al A13> (Bu B B13)
A+ B = +
Agyy Ay Ass By1 By DBag
(An +B11 A+ B Ais+ 313)
Aoy + By Agg + Byy  Asz + Bog
On multiplie de méme, bloc par bloc, une matrice par un scalaire. Pour

A€eR,on a
AN M MAgp
AA =
AAgi ANAx XA

Produit par blocs

On peut multiplier des matrices A et B par blocs en utilisant la regle
habituelle ligne-colonne si le partage des colonnes de A correspond a
celui des lignes de B :

186



Soient par exemple A € M, (R), B € M,,(R) des matrices par blocs

B
<A11 Ao A13>
A= B = | By
Ay A Agg
B3

Alors le produit est donné par

Ay By A By Az Ba
AB =
A9 Byy Ay By Asg Bsy

Exemple
/201\
s 1020 020
A=11 2 1013 32001
0O 0 0010 9 0 1
\1 1 1/
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ai
Cas particuliers Soit A € M,xn(R) avec A =

am1
Partition par lignes Partition par colonnes

Application au produit matriciel
Soient A € M,,xn(R), B € M, »,(R) des matrices.
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Matrices triangulaires et diagonales par blocs, inverses par
blocs

Définition 71 (triangulaire supérieure, inférieure et diagonale par blocs).
Une matrice A € M., (R) est dite

1. triangulaire supérieure par blocs si A;; = 0,Vj < :

2. triangulaire inférieure par blocs si A;; = 0,Vj > i :

3. diagonale par blocs

Soit A € M,x,(R) une matrice triangulaire supérieure par blocs avec

A= A A . Supposons A inversible d’inverse A~ :
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Partitionnons A~! de la méme facon : A~ = (Bll Bl?). Alors
By Bao

Théoréme 75. Soit A € M,,«,(R) une matrice triangulaire supérieure
par blocs. Alors si A1 et Agg sont inversibles, A est inversible et

Exemples
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7.3 Décomposition spectrale

Si A est une matrice symétrique, alors on peut 1’écrire sous la forme
A = PDPT pour P orthogonale et D diagonale. Autrement dit, on a

Ainsi, le développement "colonne-ligne" du produit matriciel permet
d’écrire la décomposition suivante :

n
A= E N, = MUy + ...+ A\punt,, -
i=1

Cette écriture est appelée décomposition spectrale de A car c’est une
décomposition en éléments dépendant du spectre de A, c’est-a-dire de
ses valeurs propres.

Remarque
Chaque terme \ii;ii] € M,»,(R) est de rang égal a 1. En effet :

191



Exemple
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